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Uvod
U ovom radu navodi se i dokazuje karakterizacija nehomogenih Soboljevljevih prostora
Wp;s (Rn) i homogenih Soboljevljevih prostora W˚p;s (Rn) pomoc´u valic´a, odnosno pomoc´u
koeficijenata funkcije, tj. distribucije, u pripadnoj valic´noj bazi.
U 1. poglavlju uvodi se pojam Haarove funkcije te vjerojatnosni model koji se koristi u
dokazu karakterizacije. Zatim se uvodi pojam ortonormirane valic´ne baze te se navodi josˇ
jedan oblik ortonormirane baze za koji se dokazˇe da je opc´enitiji oblik od valic´ne baze. Za
taj dokaz potrebne su dvije tehnicˇke leme koje se takoder iskazuju i dokazuju.
U 2. poglavlju definiraju se Fourierova transformacija i Schwartzov prostor, koji su
potrebni kako bi se definirali nehomogeni i homogeni Soboljevljevi prostori. Zatim se
navode josˇ neke definicije i rezultati potrebni za dokaz karakterizacije.
U 3. poglavlju iskazuje se i dokazuje karakterizacija Lebesgueovog prostora Lp (Rn),
koji je poseban tip nehomogenog, odnosno homogenog Soboljevljevog prostora za s =
0. Zatim se u dva slucˇaja iskazuje i dokazuje karakterizacija prostora Wp;s (Rn) pomoc´u
valic´a, a potom i pomoc´u koeficijenata koji pripadaju opc´enitijem obliku od baze. Nakon
toga slijede iskaz i dokaz karakterizacije prostora W˚p;s (Rn). U posebnom odjeljku na kraju
poglavlja pregledno su napisane sve karakterizacije.
1
Poglavlje 1
Valic´i
1.1 Haarove funkcije
Definicija 1.1.1. Neka je n 2 N. Elemente familije
I :=
8>><>>:2  j
nY
i=1
[ki; ki + 1i : j 2 Z; (k1; k2; : : : ; kn) 2 Zn
9>>=>>;
nazivamo (n-dimenzionalnim) dijadskim intervalima ili (n-dimenzionalnim) dijadskim koc-
kama.
Dijadsku kocku oblika 2  j
nY
i=1
[ki; ki + 1i cˇesto c´emo zbog jednostavnosti oznacˇavati s
2  j [k; k + 1i ili s
h
2  jk; 2  j (k + 1)
E
pri cˇemu je k = (k1; k2; : : : ; kn).
Dijadske kocke zadovoljavaju jedno zanimljivo svojstvo: ako dvije dijadske kocke
imaju zajednicˇki presjek, onda je jedna kocka sadrzˇana u drugoj. Preciznije zapisano,
za sve I; J 2 I za koje je I \ J , ; vrijedi I  J ili J  I. Nadalje, za svaki j 2 Z postoji
jedinstvena dijadska kocka J volumena jJj = 2 n j koja sadrzˇi I.
Definicija 1.1.2. Neka je I 2 I proizvoljan i oblika I = [a; bi, za neke a; b 2 R. Oznacˇimo
lijevi podinterval od I s Il :=
"
a;
a + b
2
+
i desni podinterval od I s Ir :=
"
a + b
2
; b
+
. Defini-
ramo Haarove funkcije nad intervalom I na sljedec´i nacˇin:
h0I (x) :=
1pjIj
1I(x) =
8>>><>>>:
1pjIj
; x 2 I;
0; x < I;
2
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h1I (x) :=
1pjIj
 
1Il(x)   1Ir (x)

=
8>>>>>>>><>>>>>>>>:
1pjIj
; x 2 Il;
  1pjIj
; x 2 Ir;
0; x < Il [ Ir:
Pomoc´u ove definicije mozˇemo uvesti pojam Haarove funkcije definiramon na skupu
R
n za proizvoljan n 2 N.
Definicija 1.1.3. Neka je n 2 N proizvoljan. Za I 2 I oblika I = I1  I2  : : :  In, pri
cˇemu su I1; I2; : : : ; In standardni dijadski intervali (elementi od I u slucˇaju n = 1), te za  =
(1; 2; : : : ; n) 2 f0; 1gn, definiramo Haarovu funkciju nad I u tocˇki x = (x1; x2; : : : ; xn) 2 Rn
kao
hI (x) = h
(1;2;:::;n)
I1I2:::In
(x1; x2; : : : ; xn) :=
nY
i=1
hiIi (xi) = h
1
I1
(x1)  h2I2 (x2)  : : :  h
n
In
(xn):
Primijetimo da za  2 f0; 1gn n vrijediZ
Rn
hI (x)dx = 0 za sve I 2 I: (1.1)
Naime, po definiciji Haarove funkcije te po Fubinijevom teoremu integral ove funkcije
svodi se na n-cˇlani produkt integrala Haarovih funkcija jedne varijable, a zbog  ,  barem
jedna od tih funkcija podudara se s funkcijom h1Ii za neki dijadski interval Ii; 1  i  n.
Kako je j(Ii)lj = j(Ii)rj, po definiciji funkcije h1Ii je jasno da je
Z
R
h1Ii(x)dx = 0, pa je i
cjelokupni produkt jednak nuli.
1.2 Vjerojatnosna struktura
Za dokaz karakterizacije Lp (Rn) prostora za p 2 h1;1i trebat c´e nam i odredena vjero-
jatnosna struktura. Promatrani skup je 
 := (f 1; 1g)I;E, a ﬀ-algebra F na tom prostoru
je ﬀ-algebra koja je generirana cilindrima (visˇe o njima nalazi se u [9]). Time smo dobili
izmjeriv prostor (
;F ) na kojemu zadajemo vjerojatnosnu mjeru  takvu da za sve I 2 I
i za sve  2 E vrijedi

 (
! =

!
0
I0

I02I
02E
2 
 : !I =  1
)!
= 
 (
! =

!
0
I0

I02I
02E
2 
 : !I = 1
)!
=
1
2
:
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Takoder, neka za svaki m 2 N i za sve i1; i2; :::; im 2 f 1; 1g ; I1; I2; :::; Im 2 I; 1; 2; :::; m 2
E vrijedi

0BBBBB@ m\
k=1
n
!
k
Ik
= ik
o1CCCCCA = mY
k=1

n
!
k
Ik
= ik
o
:
Intuitivno, jednako je vjerojatno da proizvoljna komponenta elementa ! 2 
 poprimi vri-
jednost  1 i 1 te su takoder sve razlicˇite komponente od ! medusobno nezavisne.
1.3 Valic´i
Definicija 1.3.1. Multirezolucijska analiza ili skrac´eno MRA je niz

V j

j2Z
zatvorenih pot-
prostora od L2 (Rn) koji zadovoljava sljedec´a svojstva
1. V j  V j+1 za sve j 2 Z,
2. f 2 V j ako i samo ako je f (2 ) 2 V j+1 za svaki f 2 L2 (Rn) i za sve j 2 Z,
3. f 2 V0 ako i samo ako je f (    k) 2 V0 za svaki f 2 L2 (Rn) i za sve k 2 Zn,
4.
\
j2Z
V j = f0g,
5.
[
j2Z
V j = L2 (Rn),
6. postoji funkcija ' 2 V0 s kompaktnim nosacˇem takva da je familija funkcija
f' (    k) : k 2 Zng ortonormirana baza prostora V0.
Funkciju ' iz 6: svojstva nazivamo skalirajuc´om funkcijom dane multirezolucijske analize.
Definicija 1.3.2. Neka je r 2 N0 i E skup kardinalnog broja jEj = 2n 1. Elemente familije
f  :  2 Eg nazivamo generatorima valic´ne baze reda r ili osnovnim valic´ima reda r ako
za svaki  2 E vrijedi
1. nosacˇ funkcije   je kompaktan,
2. @  2 L1 (Rn) za sve  2 Nn0 takve da je jj  r,
3. za svaki m 2 N0 postoji Cm > 0 takav da za sve  2 Nn0 takve da je jj  r i za sve
x 2 Rn vrijedi j@ (x)j  Cm
(1 + jxj)m ,
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4.
Z
Rn
x (x)dx = 0 za sve  2 Nn0 takve da je jj  r
te je familija funkcija

2
n j
2  

2 j   k

: j 2 Z; k 2 Zn;  2 E
ﬀ
ortonormirana baza prostora
L2 (Rn). Ortonormirana baza prostora L2 (Rn) iz ove definicije naziva se ortonormiranim
valic´nim sistemom ili ortonormiranom valic´nom bazom.
Zbog jednostavnijeg zapisa za j 2 Z; k 2 Zn i  2 E uvodimo  j;k := 2
n j
2  

2 j   k

.
U ovom radu koristit c´emo i indeksaciju pomoc´u dijadskih intervala. Tocˇnije, za dijadski
interval I 2 I oblika I =
h
2  jk; 2  j(k + 1)

uvodimo oznaku  I :=  

j;k. Uocˇimo, ako
je nosacˇ funkcije   sadrzˇan u zatvaracˇu skupa [0; 1)n, onda je nosacˇ funkcije  I sadrzˇan
upravo u zatvaracˇu skupa I. Uistinu, po definiciji funkcije  I , za x 2 Rn je  I (x) , 0 ako i
samo ako je 2
n j
2  

2 jx   k

, 0, a to vrijedi ako i samo ako je 2 jx   k 2 [0; 1)n, odnosno
ako i samo ako je x 2
h
2  jk; 2  j(k + 1)

= I. Time ova notacija dobiva prakticˇnu ulogu
- direktno iz notacije prepoznajemo nosacˇ odgovarajuc´eg elementa ortonormirane valic´ne
baze.
Za svaku multirezolucijsku analizu

V j

j2Z
moguc´e je konstruirati pripadnu skalirajuc´u
funkciju, odnosno pripadni ortonormirani valic´ni sistem
n
 j;k : j 2 Z; k 2 Zn;  2 E
o
(detalji
se nalaze u [6]). Takoder je moguc´e zahtijevati dodatna prakticˇna svojstva, izmedu ostalog
i proizvoljnu glatkoc´u elemenata ortonormirane valic´ne baze (odnosno pripadnost klasi
funkcija Cr (Rn) za proizvoljan r 2 N). Ovaj rezultat trebat c´e nam za dokaz karakterizacije
homogenog Soboljevljevog prostora, a dokaz se mozˇe pronac´i u [3].
Teorem 1.3.3. Za svaki r 2 N0 postoje multirezolucijska analiza

V j

j2Z
i njoj pridruzˇen
ortonormiran valic´ni sistem
n
 j;k : j 2 Z; k 2 Zn;  2 E
o
koji zadovoljava
1. skalirajuc´a funkcija ' je klase Cr (Rn) i ima kompaktan nosacˇ,
2. za svaki m 2 N0 postoji konstanta Cm > 0 koja ovisi samo o m takva da za svaki
 2 E i za svaki multiindeks  2 Nn0; jj  r vrijedi
j@'(x)j  Cm
1 + jxjm za sve x 2 R
n;
3.
Z
Rn
'(x)dx = 1,
4. za svaki  2 E funkcija   je klase Cr (Rn) i ima kompaktan nosacˇ,
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5. za svaki m 2 N0 i za svaki multiindeks  2 Nn0; jj  r postoji konstanta Cm > 0 koja
ovisi samo o m i za koju vrijedi
j@'(x)j  Cm
1 + jxjm za sve x 2 R
n za sve  2 E;
6. za svaki multiindeks  2 Nn0; jj  r i za sve j 2 Z; k 2 Zn i  2 E vrijediZ
Rn
x j;k(x)dx = 0:
Po definiciji ortonormirane baze normiranog prostora, dobivamo da za svaku funkciju
f 2 L2 (Rn) vrijedi
f (x) =
X
I2I
2E
I 

I (x) (1.2)
za skoro svaki x 2 Rn, pri cˇemu je I =


f ;  I

L2(Rn) za sve I 2 I. Pritom jednakost vrijedi
u prostoru f 2 L2 (Rn), odnosno pripadni red konvergira u prostoru f 2 L2 (Rn). Pritom
je rijecˇ o bezuvjetnoj konvergenciji, odnosno red konvergira neovisno o poretku sumacije
- sˇto nam i odgovara obzirom na cˇinjenicu da na skup I nismo uveli uredaj pa na prvu
nemamo odredeni poredak sumacije. No, po teoremu 6. 14. iz odjeljka 5. 3. knjige [6] ova
jednakost vrijedi i u Lp (Rn) prostoru ako je f 2 Lp (Rn) za p 2 h1;1i, pri cˇemu je i dalje
konvergencija navedenog reda bezuvjetna.
Ista jednakost ne vrijedi ako je p = 1 ili p = 1. Naime, ako je f 2 C1c (Rn) 
L1 (Rn) takva da je
Z
Rn
f (x)dx = 1 te da zadovoljava promatranu jednakost, integriranjem
iste jednakosti te koristec´i 3: svojstvo iz definicije 1.3.2 za  = , dobivamo jednakost
1 = 0 koja nas dovodi do kontradikcije. Slicˇno, za f  1 2 L1 (Rn), koristec´i isto svojstvo
dobivamo da za sve I 2 I i za sve  2 E vrijedi 
 f ;  IL2(Rn) =
Z
Rn
 I (x)dx = 0, a onda iz
jednakosti direktno slijedi 1 = 0, sˇto je nemoguc´e.
Ovaj problem mozˇe se izbjec´i uz nesˇto opc´enitiji zapis. Moguc´e je odabrati funkcije ﬃ
i   za  2 E koja zadovoljavaju slicˇna svojstva kao i iz definicije 1.3.2:
1. funkcije ﬃ i   ;  2 E imaju kompaktne nosacˇe,
2. @ﬃ; @  2 L1 (Rn) za sve  2 Nn0 takve da je jj  r i za sve  2 E,
3. za svaki m 2 N0 postoji Cm > 0 takav da za sve  2 E, za sve  2 Nn0 takve da je
jj  r i za sve x 2 Rn vrijedi j@ﬃ(x)j  Cr
(1 + jxj)m i j@
 (x)j  Cr
(1 + jxj)m ,
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4.
Z
Rn
x (x)dx = 0 za sve  2 Nn0 takve da je jj  r i za sve  2 E,
5.
Z
Rn
ﬃ(x)dx = 1
te je familija funkcija

ﬃ (    k) ;  I : k 2 Zn; I 2 I; jIj  1;  2 E
	
ortonormirana baza pros-
tora L2 (Rn). Tada vrijedi jednakost
f (x) =
X
k2Zn
kﬃ(x   k) +
X
I2I;jIj1
2E
I 

I (x) (1.3)
za skoro svaki x 2 Rn, pri cˇemu je k =
Z
Rn
f (y)ﬃ(y   k)dy za k 2 Zn te I =
Z
Rn
f (y) I (y)dy
za I 2 I; jIj  1 i  2 E. Pritom ova jednakost vrijedi i u drugim prostorima oblika Lp (Rn)
za p 2 h1;1i.
Pokazˇimo da jednakost (1.3) povlacˇi jednakost (1.2). Ako za proizvoljan j 2 Z u
jednakosti (1.3) umjesto funkcije f promatramo funkciju x 7 ! f

2  jx

te napravimo
zamjenu varijabli x 7 ! 2 jx, dobivamo jednakost
f (x) =
X
k2Zn
kﬃ

2 jx   k

+
X
I2I;jIj2 n j
2E
I 

I (x);
za skoro svaki x 2 Rn te uz analogno definirane koeficijente k = 2n j
Z
Rn
f (y)ﬃ(2 jy   k)dy
za k 2 Zn te I =
Z
Rn
f (y) I (y)dy za I 2 I; jIj  2 n j i  2 E. Promotrimo sˇto se
dogada kada j  !  1. Za drugu sumu, kako izraz pod sumom ne ovisi o j, vrijediX
I2I;jIj2 n j
2E
I 

I (x)
j ! 1 !
X
I2I
2E
I 

I (x), sˇto se podudara s desnom stranom jednakosti (1.2).
Za odredivanje limesa prve sume potrebne su nam leme 1.3.4 i 1.3.5 cˇiji su iskazi nave-
deni nakon ovog raspisa. Oznacˇimo funkciju K(x; y) :=
X
k2Zn
ﬃ (x   k) ﬃ (y   k). Vrijedi
K 2 L1 (Rn  Rn) buduc´i da je ﬃ 2 L1 (Rn) s kompaktnim nosacˇem, pa je suma u definiciji
funkcije K konacˇna, a onda i ogranicˇena. Nadalje, za sve x; y 2 Rn vrijedi
jK(x; y)j 
X
k2Zn
jﬃ (x   k)j
ﬃ (y   k)  X
k2Zn
C2n+1
(1 + jx   kj)n+1 (1 + jy   kj)n+1
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 CC
2
n+1
1 +
 x y
2
n+1 =
2n+1CC2n+1
(2 + jx   yj)n+1 
2n+1CC2n+1
(1 + jx   yj)n+1 :
Pritom smo koristili pretpostavku jﬃ(x)j  Cm
(1 + jxj)m koja vrijedi za sve m 2 N0 i za sve
x 2 Rn te lemu 1.3.5 za funkciju x0 7 ! 1
(1 + x0)n+1
koja trivijalno zadovoljava trazˇene
pretpostavke.
Pokazali smo da ovako definirana funkcija K zadovoljava pretpostavke 1.3.4, stoga
pusˇtanjem j  !  1 dobivamo jednakost (1.2).
Lema 1.3.4. Neka je K 2 L1 (Rn  Rn) funkcija za koju postoji konstanta C  0 takva da
za sve x; y 2 Rn vrijedi jK(x; y)j  C
(1 + jx   yj)n+1 . Nadalje, za p 2 h1;1i i  > 0 neka je
T : Lp (Rn) ! Lp (Rn) operator koji zadovoljava prikaz
T f (x) = n
Z
Rn
K (x; y) f (y)dy
za sve f 2 Lp (Rn) i za sve x 2 Rn. Tada za sve f 2 Lp (Rn) vrijedi
lim
!0
kT f kLp(Rn) = 0:
Dokaz. Pokazˇemo li da tvrdnja leme vrijedi za proizvoljnu f 2 C1c (Rn), po gustoc´i pros-
tora C1c (R
n) u Lp (Rn) tvrdnja slijedi i za svaku funkciju iz prostora Lp (Rn) sˇto upotpunjuje
dokaz ove leme. Neka je f 2 C1c (Rn) proizvoljna funkcija. Tada je f 2 L1 (Rn) te postoji
r0 > 0 takav da je supp f  K (; r0)  K (; 2r0). Za svaki  > 0 vrijedi
kT f kpLp(Rn) =
Z
Rn
n
Z
Rn
K(x; y) f (y)dy

p
dx 
Z
Rn
0BBBBBBBBB@n
Z
supp f
jK(x; y)j j f (y)j dy
1CCCCCCCCCA
p
dx


n k f kL1(Rn)
p Z
Rn
0BBBBBBBBB@
Z
K(;r0)
C
(1 + jx   yj)n+1 dy
1CCCCCCCCCA
p
dx
=

n k f kL1(Rn) C
p
2666666666666664
Z
K(;2r0)
0BBBBBBBBBBBBBB@
Z
K(;r0)
1
(1 +  jx   yj)n+1|               {z               }
1
dy
1CCCCCCCCCCCCCCA
p
dx
+
Z
K(;2r0)c
0BBBBBBBBB@
Z
K(;r0)
1
(1 +  jx   yj)n+1 dy
1CCCCCCCCCA
p
dx
37777777775
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

n k f kL1(Rn) C
p 26666666664!n (2r0)n   !nrn0p +
Z
K(;2r0)c
0BBBBBBBBB@
Z
K(;r0)
1
(1 +  (jxj   jyj))n+1 dy
1CCCCCCCCCA
p
dx
37777777775


n k f kL1(Rn) C
p 266666666642n!1+pn rn(1+p)0 +
Z
K(;2r0)c
 
1
(1 +  (jxj   r0))n+1
 !nrn0
!p
dx
37777777775
=

n k f kL1(Rn) C
p 266666666642n!1+pn rn(1+p)0 +  !nrn0p
1Z
2r0
n!nrn 1
(1 +  (r   r0))(n+1)p
dr
37777777775
=

n k f kL1(Rn) C
p 266666666642n!1+pn rn(1+p)0 + n!1+pn rnp0
1Z
r0
1
(1 + s)(n+1)p

 s

+ r0
n 1
 1

ds
37777777775


n k f kL1(Rn) C
p 266666666642n!1+pn rn(1+p)0 + n!1+pn rnp0
1Z
r0
1
(1 + s)(n+1)p
 2
n 1(1 + s)n 1
n 1
 1

ds
37777777775


n k f kL1(Rn) C
p 26666666642n!1+pn rn(1+p)0 + 2n 1n!1+pn rnp0
1Z
0
1
(1 + s)(n+1)p n+1
ds  1
n
3777777775
=

n k f kL1(Rn) C
p 26666642n!1+pn rn(1+p)0 + 2n 1n!
1+p
n r
np
0
(n + 1)p   n 
1
n
3777775
= k f kpL1(Rn) Cp  2n!1+pn rn(1+p)0  np + k f kpL1(Rn) Cp 
2n 1n!1+pn r
np
0
(n + 1)p   n  
n(p 1):
Pusˇtanjem   ! 0 dobivamo kT f kpLp(Rn)  ! 0 sˇto je i trebalo pokazati. 
Lema 1.3.5. Neka je W : [0;1i ! h0;1i padajuc´a funkcija takva da je W  jj 2 L1 (Rn).
Tada postoji C > 0 takav da za sve x; y 2 Rn vrijedi
X
k2Zn
W (jx   kj) W (jy   kj)  CW
 jx   yj
2
!
:
Dokaz. Za sve x; y 2 Rn i k 2 Zn po nejednakosti trokuta vrijedi jx   yj  jx   kj+ jy   kj, iz
cˇega slijedi jx   kj  jx   yj
2
ili jy   kj  jx   yj
2
. Kako je W nenegativna padajuc´a funkcija,
iz ovoga dodavanjem potrebnih sumanada slijedi
X
k2Zn
W (jx   kj) W (jy   kj)  W
 jx   yj
2
! 0BBBBB@X
k2Zn
W (jx   kj) +
X
k2Zn
W (jy   kj)
1CCCCCA :
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Slika 1.1: Prikaz konstrukcije opisane u dokazu za tocˇku x = (3:3; 2:66) te za cjelobrojne
tocˇke k1 = (1; 5); k2 = (2; 1) i k3 = (6; 5).
Potrebno je josˇ pokazati da red
X
k2Zn
W (jx   kj) konvergira. Uz oznake x = (x1; x2; :::; xn) i
k = (k1; k2; :::; kn) napravimo rastavX
k2Zn
W (jx   kj) =
X
k2Zn
jxi ki j1 za sve i2f1;2;:::;ng
W (jx   kj) +
X
k2Zn
jxi ki j<1 za neki i2f1;2;:::;ng
W (jx   kj) :
Primijetimo da za svaki k 2 Zn takav da je jxi   kij  1 za sve i 2 f1; 2; :::; ng postoji
jedinstveni jedinicˇni kvadrat Jk  Rn s vrhovima u Zn na kojem funkcija z 7 ! jx   zj
postizˇe maksimum upravo u tocˇki z = k. Vrhovi te kocke su tocˇke u Zn kojima je i-
ta koordinata oblika ki ili ki + sign(xi   ki). Vrijedi i obratno: svakom takvom kvadratu
mozˇemo pripisati jedinstvenu tocˇku k 2 Zn s istim svojstvima. Ova povezanost prikazana
je na slici 1.1.
Koristec´i ovu bijekciju i oznaku K := fk 2 Zn : jxi   kij  1 za sve i 2 f1; 2; :::; ngg dobi-
vamoX
k2K
W (jx   kj) =
X
k2K
Z
Jk
W (jx   kj) dz 
X
k2K
Z
Jk
W (jx   zj) dz =
Z
[
k2K
Jk
W (jx   zj) dz
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
Z
Rn
W (jx   zj) dz =
Z
Rn
W (jzj) dz = kW  jjkL1(Rn) < 1:
Potrebno je naglasiti kako posljednja jednakost prvog reda vrijedi ako i samo ako su kva-
drati Jk medusobno disjunktni, no ti kvadrati imaju zajednicˇke (n   1)-dimenzionalne stra-
nice za koje nismo odredili kojemu od njih pripadaju. To nije bitno za ovaj raspis buduc´i
da je je (n   1)-dimenzionalna stranica kao skup u Rn skup n-dimenzionalne Lebesgueove
mjere nula.
Promotrimo drugu sumu. Neka su k 2 Zn i i 2 f1; 2; :::; ng takvi da je jxi   kij < 1.
Vrijedi ki = dxie ili ki = bxic, dakle ki mozˇe poprimiti najvisˇe dvije razlicˇite vrijed-
nosti. Tu sumu promatramo kao
X
k2Zn
jxi ki j<1 za neki i2f1;2;:::;ng
W (jx   kj) 
nX
i=1
X
k2Zn
ki=dxie
W (jx   kj) +
nX
i=1
X
k2Zn
ki=bxic
W (jx   kj), a onda za svaki i 2 f1; 2; :::; ng primjenjujemo slicˇan argument kao i
za prvu sumu. U ovom slucˇaju promatramo sumu u kojoj je i-ta koordinata konstantna
(i iznosi xi   ki, ki 2 fdxie; bxicg) te analogno pomoc´u (n   1)-dimenzionalnih jedinicˇnih
kvadrata sumu omedimo L1

R
n 1

normom funkcije z0 = (z1; z2; :::; zi 1; zi+1; :::; zn) 7 !
W (j(z1; z2; :::; zi 1; xi   ki; zi+1; :::; zn)j) (koja je konacˇna zbog W  jj 2 L1 (Rn)) i sumom po
takvim k 2 Zn koji zadovoljavaju uvjet jxi0   ki0 j < 1 za neki i0 2 f1; 2; :::; ng n fig. Postupak
nastavljamo analogno za (n   2)-dimenzionalne jedinicˇne kvadrate i ponavljamo ga sve do
spusˇtanja na jednodimenzionalnu ravninu R gdje na kraju preostaju samo oni k 2 Zn za
koje je jxi   kij < 1 za sve i 2 f1; 2; :::; ng, a takvih je konacˇno mnogo (ovaj uvjet je zapravo
ekvivalentan uvjetu jx   kj < 1 u smislu n-dimenzionalne euklidske norme).
Zakljucˇujemo, postoji C > 0 takav da je
X
k2Zn
W (jx   kj) < C
2
. Vratimo li se na prvu
nejednakost u ovom dokazu, dobivamo
X
k2Zn
W (jx   kj) W (jy   kj)  W
 jx   yj
2
! 0BBBBB@X
k2Zn
W (jx   kj) +
X
k2Zn
W (jy   kj)
1CCCCCA
 CW
 jx   yj
2
!
sˇto je upravo tvrdnja ove leme. 
Poglavlje 2
Soboljevljevi prostori
2.1 Schwartzov prostor
Definicija 2.1.1. Neka je f 2 L1 (Rn). Fourierova transformacija funkcije f je operator
F : L1 (Rn) ! L1 (Rn) dan s
(F f ) () :=
Z
Rn
e 2ix f (x)dx:
Cˇesto se za Fourierovu transformaciju funkcije f koristi i dodatna oznaka bf := F f .
Fourierova transformacija zadovoljava sljedec´a svojstva:
Lema 2.1.2. Neka je f 2 L1 (Rn) ; h 2 Rn te a 2 Rn f0g. Tada za svaki  2 Rn vrijedi
F  f (x   h) () = e 2ihF f ();
F
h
e2ixh f
i
() = F f (   h) ;
F  f (ax) = 1jajnF f


a

:
Dokaz. Neka je  2 Rn. Vrijedi
F  f (x   h) () = Z
Rn
e 2ix f (x   h) dx = y = x   h; dy = dx
=
Z
Rn
e 2i(y+h) f (y) dy = e 2ihF f ();
F
h
e2ixh f
i
() =
Z
Rn
e 2ixe2ixh f (x)dx =
Z
Rn
e 2ix( h) f (x)dx = F f (   h) ;
12
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F  f (ax) = Z
Rn
e 2ix f (ax) dx =

y = ax; dy = jajn dx
=
Z
Rn
e 2i
y
a  f (y)
1
jajn dy =
1
jajnF f


a

: 
Za Fourierovu transformaciju iznimno je vazˇan sljedec´i prostor funkcija.
Definicija 2.1.3. Neka je f 2 C1 (Rn). Za ;  2 Nn0 oznacˇimo k f k; :=
x@ f 
L1(Rn)
.
Nadalje, za k 2 N0 oznacˇimo k f kk := max
;2Nn0
jj+jjk
k f k;. Schwartzov prostor funkcija, u oznaci
S (Rn), definiramo kao
S (Rn) :=  f 2 C1 (Rn) : k f kk < 1 za sve k 2 N0	 :
Jedno od prakticˇnih svojstava funkcija iz Schwartzovog prostora jest iznimno brzo opa-
danje vrijednosti funkcije u beskonacˇnosti prema nuli, odnosno vrijedi lim
x2Rn
jxj!+1
j f (x)j = 0.
Pomoc´u ovoga jednostavno je dokazati sljedec´u lemu.
Lema 2.1.4. Neka je f 2 S (Rn). Tada za svaki i 2 f1; 2; :::; ng i za svaki  2 Rn vrijedi
@iF f () = F
 2ixi f  ();
F @i f  () = 2iiF f ()
uz oznake x = (x1; x2; : : : ; xn) ;  = (1; 2; : : : ; n).
Dokaz. Za dokaz prve jednakosti moramo derivirati po varijabli i pod znakom integrala,
sˇto smijemo po [5, tm. 2.27]. Slijedi
@iF f () = @i
Z
Rn
e 2ix f (x)dx =
Z
Rn
@ie
 2ix f (x)dx =
Z
Rn
( 2ixi) e 2ix f (x)dx
= F  2ixi f  ():
Neka je sada R > 0 proizvoljan. VrijediZ
K[;R]
e 2ix@xi f (x)dx =
Z
S [;R]
e 2ix f (x)dﬀx  
Z
K[;R]
@xi

e 2ix

f (x)dx (2.1)
=
Z
S [;R]
e 2ix f (x)dﬀx + 2ii
Z
K[;R]
e 2ix f (x)dx:
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Promotrimo sferni integral
Z
S [;R]
e 2ix f (x)dﬀx. Kako je f 2 S (Rn), posebno je (uvrsˇtavanjem
k = 0 u normu iz definicije 2.1.3) f 2 L1 (Rn). Stoga vrijedi
Z
S [;R]
e 2ix f (x)dﬀx
 
Z
S [;R]
e 2ix f (x) dﬀx  k f kL1(S [;R])
Z
S [;R]
dﬀx
= k f kL1(S [;R]) n!nRn 1:
Pritom je !n oznaka za volumen n-dimenzionalne kugle radijusa R u prostoru Rn (u kojem
slucˇaju je velicˇina oplosˇja te kugle n!nRn 1). Nadalje, uocˇimo da vrijedi
(x  x) n2 f (x)2 0BBBBB@ nX
i=1
jxij2
1CCCCCA
n
j f (x)j2 =
nX
i=1
X
2Nn0
jj=n
n!
!
jx f (x)j2. Kako je x f 2 L1 (Rn) (sˇto slijedi iz definicije
2.1.3 uvrsˇtavanjem k = n i promatranjem normi k:k; za  2 Nn0 takve da je jj = n),
dobivamo (x  x) n2 f 2 L1 (Rn). Oznacˇimo C :=
(x  x) n2 f 
L1(Rn)
. Slijedi

Z
S [;R]
e 2ix f (x)dﬀx
  k f kL1(S [;R]) n!nR
n 1 =
n!n
R
Rn k f kL1(S [;R])
=
n!n
R
(x  x) n2 f 
L1(S [;R])
 n!nC
R
:
Pusˇtanjem R ! +1 dobivamo da vrijedi lim
R!+1
Z
S [;R]
e 2ix f (x)dﬀx = 0.
Vratimo se na (2.1). Prikazˇemo li preostala dva integrala u obliku
Z
K[;R]
e 2ix@xi f (x)dx =Z
Rn
e 2ix@xi f (x)1K[;R](x)dx i
Z
K[;R]
e 2ix f (x)dx =
Z
Rn
e 2ix f (x)1K[;R](x)dx, mozˇemo
primijeniti Lebesgueov teorem o dominiranoj konvergenciji (iskazan u [1, teorem 2.4.5].
Naime, za drugi integral koristimo
e 2ix f (x) = j f (x)j. Kako je f 2 S (Rn), posebno je
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(x  x)(n+1)=2 f 2 L1 (Rn), pa vrijediZ
Rn
j f (x)j dx =
Z
Rn
1
jxjn+1
(x  x)(n+1)=2 f (x) dx  (x  x)(n+1)=2 f 
L1(Rn)
lim
R0!+1
Z
K[0;R0]
dx
jxjn+1
=
(x  x)(n+1)=2 f 
L1(Rn)
lim
R0!+1
R0Z
0
Z
S [0;R]
dﬀx
jxjn+1 dR
=
(x  x)(n+1)=2 f 
L1(Rn)
+1Z
0
n!nRn 1
Rn+1
dR
=
(x  x)(n+1)=2 f 
L1(Rn)
n!n
+1Z
0
1
R2
dR < +1:
Prema tome, podintegralna funkcija iz prvog integrala je dominirana apsolutno integra-
bilnom funkcijom f , sˇto opravdava primjenu Lebesgueovog teorema o dominiranoj ko-
nvergenciji. Na isti nacˇin je opravdana i primjena za drugi navedeni integral buduc´i da
f 2 S (Rn) povlacˇi @xi f 2 S (Rn). Pritom nakon primjene tog teorema dobivamoo iste
podintegralne funkcije buduc´i da za sve x 2 Rn vrijedi limes lim
R!+1
1K[;R](x) = 1. Prema
tome, iz te jednakosti dobivamo
F @xi f  () =
Z
Rn
e 2ix@xi f (x)dx = 2ii
Z
Rn
e 2ix f (x)dx = 2iiF f ():

Velika vazˇnost Schwartzovog prostora je i u sljedec´em: za f 2 S (Rn) integral u defini-
ciji Fourierove transformacije postoji za svaki  2 Rn te je u tom slucˇaju F f 2 S (Rn). Cˇak
sˇtovisˇe, F : S (Rn) ! S (Rn) je neprekidna bijekcija. Stoga je moguc´e definirati inverznu
funkciju Fourierove transformacije.
Definicija 2.1.5. Inverzna Fourierova transformacija je operator F  1 : S (Rn) ! S (Rn).
Za funkciju f 2 S (Rn) vrijede i oznake F f := F  1 f , odnosno fˇ := F  1 f .
2.2 Soboljevljevi prostori
Definicija 2.2.1. Distribucija F je antilinearan funkcional na prostoru C1c (R
n) takav da
za svaki kompaktni skup K  Rn postoji m 2 N0 i C > 0 takav da za svaku f 2 C1c (Rn) sa
svojstvom supp f  K vrijedi jF( f )j  C max
jjm
k@ f kL1(Rn).
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Ako postoji m 2 N0 takav da definicija vrijedi za sve kompaktne skupove K, kazˇemo da
je F distribucija reda m.
Definicija 2.2.2. Temperirana distribucija je antilinearan funkcional F za koji postoji C 2
h0;1i i k 2 N0 takav da za sve f 2 S (Rn) vrijedi jF ( f )j  C k f kk : Prostor svih temperira-
nih distribucija oznacˇava se kao S0 (Rn)
Oznaka S0 (Rn) je istovremeno i oznaka za (topolosˇki) dual prostora S (Rn), sˇto mozˇe
dovesti do zabune zbog nejednoznacˇne notacije. No, ova dva prostora se zapravo poduda-
raju, odnosno prostor temperiranih distribucija jest dual Schwartzovog prostora. Stoga je
opravdana uporaba iste oznake za te prostore.
Definicija 2.2.3. Neka je p 2 h1;1i i s 2 R. Soboljevljev (nehomogeni) prostor s parame-
trima p i s, u oznaci Wp;s (Rn) je prostor temperiranih distribucija dan s
Wp;s (Rn) :=

f 2 S0 (Rn) : F

1 + 42 jj2
 s
2 F  f  2 Lp (Rn)ﬀ :
Za s > 0 ekvivalentne su norme
F 1 + 42 jj2 s2 F  f 

Lp(Rn)
(koja je po ovoj defi-
niciji konacˇna ako i samo ako je f 2 Wp;s (Rn)) iF (1 + (2 jj)s)F  f 
Lp(Rn)
=
 f + F (2 jj)s F  f 
Lp(Rn)
;
a posljednji je izraz nadalje ekvivalentan sa
k f kLp(Rn) +
F (2 jj)s F  f 
Lp(Rn)
: (2.2)
Za dokaz tih ekvivalencija potrebno je poznavanje osnova Littlewood-Paleyeve teorije, tj.
da su mnozˇitelji sa simbolima
(1 + 42jj2)s=2
1 + (2jj)s ,
1
(1 + 42jj2)s=2 ,
(2jj)s
(1 + 42jj2)s=2 ogranicˇeni
na prostorima Lp(Rn), 1 < p < 1. Obzirom da ovdje nismo u prilici baviti se tom
opsezˇnom teorijom, samo upuc´ujemo cˇitatelja na knjigu [10].
Definicija 2.2.4. Neka je p 2 h1;1i i s 2 R. Soboljevljev homogeni prostor s parametrima
p i s, u oznaci W˚p;s (Rn) je prostor temperiranih distribucija dan s
W˚p;s (Rn) :=
n
f 2 S0 (Rn) : F (2 jj)s F  f  2 Lp (Rn)o :
Soboljevljevi homogeni i nehomogeni prostori imaju zanimljivu karakterizaciju u slucˇaju
s 2 N. Naime, tada je f 2 Wp;s (Rn) ako i samo ako su sve derivacije reda manjeg ili jed-
nakog od s sadrzˇane u Lp (Rn); tocˇnije, @ f 2 Lp (Rn) za sve  2 Nn0 reda jj  s. S druge
strane, f 2 W˚p;s (Rn) ako i samo ako su sve derivacije tocˇno reda s sadrzˇane u Lp (Rn);
tocˇnije, @ f 2 Lp (Rn) za sve  2 Nn0 reda jj = s.
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2.3 Pomoc´ni alati
Lema 2.3.1. Za sve a; b  0 i s > 0 postoje konstante C  c > 0 takve da vrijedi
c (a + b)s  as + bs  C (a + b)s :
Dokaz. Vrijedi as + bs  (a + b)s + (a + b)s = 2(a + b)s. Nadalje, vrijedi (a + b)s 
2s max fas; bsg  2s(as + bs): Tvrdnja leme slijedi uz c := 2 s i C := 2. 
Definicija 2.3.2. Caldero´n-Zygmundova jezgra je funkcija K : f(x; y) 2 Rn  Rn : x , yg
! R za koju postoje konstante C0;C1 2 h0;+1i takve da za sve x; y 2 Rn; x , y vrijedi
1. jK(x; y)j  C0jx   yjn ,
2. jrxK(x; y)j 
C01
jx   yjn+1 ,
3.
ryK(x; y)  C01jx   yjn+1 ,
Neprekidni linearni operator T : L2 (Rn) ! L2 (Rn) je Caldero´n-Zygmundov operator ako
postoji Caldero´n-Zygmundova jezgra K : f(x; y) 2 Rn  Rn : x , yg ! R takva da za svaku
f 2 L2 (Rn) s kompaktnim nosacˇem i za svaki x 2 Rn vrijedi
(T f )(x) =
Z
Rn
K(x; y) f (y)dy:
Teorem 2.3.3. Caldero´n-Zygmundov operator T : L2 (Rn) ! L2 (Rn) mozˇe se prosˇiriti do
ogranicˇenog linearnog operatora s Lp (Rn) u Lp (Rn) za svaki p 2 h1;1i.
Ovaj rezultat naveden je kao lema 1. u 6. poglavlju u [8], a detaljniji raspis mozˇe se
vidjeti u [2, odjeljak 7.3.].
Definicija 2.3.4. Atom je proizvoljna Borel-izmjeriva funkcija a : R ! C za koju postoji
kocka J  Rn takva da vrijedi
supp (a)  J; kakL2(Rn)  jJj 
1
2 ;
Z
J
a(x)dx = 0:
Realni (atomarni) Hardyjev prostor je prostor funkcija
H1 (Rn) :=
8>><>>:
1X
i=1
iai : i 2 C; ai je atom za sve i 2 N;
1X
i=1
jij < 1
9>>=>>; :
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Hardyjev prostor moguc´e je definirati na visˇe ekvivalentnih nacˇina, a u ovom radu
koristit c´e se definicija pomoc´u atoma, sˇto opravdava naziv iz definicije.
Definicija 2.3.5. Neka je H proizvoljan Hilbertov prostor. Rieszov niz u prostoru H je niz
(en)n2N elemenata iz H za koje postoje C  C0 > 0 takvi da za svaki niz skalara (n)n2N za
koje je
1X
n=1
jnj2 < 1 vrijedi
C0
0BBBBB@ 1X
n=1
jnj2
1CCCCCA 

1X
n=1
nen

2
H
 C
0BBBBB@ 1X
n=1
jnj2
1CCCCCA :
Rieszova baza prostora H je Rieszov niz (en)n2N prostora H za koji je span fen : n 2 Ng = H.
Poglavlje 3
Karakterizacije pomoc´u valic´nih
koeficijenata
Najvisˇe c´emo koristiti jednakost koju smo vec´ naveli u (1.2), a slijedi iz definicije ortonor-
mirane valic´ne baze, odnosno iz definicije 1.3.2:
f (x) =
X
I2I2E


f ;  I

 I (x);
dok c´emo u posebnom slucˇaju koristiti i jednakost navedenu u (1.3), uz novu oznaku ﬃk :=
ﬃ (    k) za k 2 Zn:
f (x) =
X
k2Zn
h f ; ﬃki ﬃk(x) +
X
I2I;jIj1
2E


f ;  I

 I (x):
U oba slucˇaja uvodimo oznake k := h f ; ﬃki za k 2 Zn te I :=


f ;  I

za I 2 I.
3.1 Lebesgueovi prostori
Definicija Soboljevljevih prostora sugerira da bi trebalo prvo ponuditi valic´nu karakteriza-
ciju prostora Lp (Rn) za p 2 h1;1i. U izvodu te karakterizacije trebat c´e nam lema koja se
mozˇe pronac´i u [11].
Lema 3.1.1. (Hincˇinove nejednakosti) Neka je p 2 h1;1i i (
;F ; ) vjerojatnosni pros-
tor iz odjeljka 1.2. Norme prostora Lp (
; d) medusobno su ekvivalentne na zatvorenom
potprostoru od L2 (
) odredenog funkcijama oblika S (!) =
X
I2I
2E
I!

I , pri cˇemu je (I)I2I
19
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proizvoljan niz u R ili u C. Drugim rijecˇima, postoje konstante Cp  C0p > 0 takve da
vrijedi
C0p
0BBBBBBBBBB@
X
I2I
2E
I 2
1CCCCCCCCCCA
1
2

0BBBBBBBB@
Z


jS (!)jp d(!)
1CCCCCCCCA
1
p
 Cp
0BBBBBBBBBB@
X
I2I
2E
I 2
1CCCCCCCCCCA
1
2
:
Teorem 3.1.2. Neka je p 2 h1;1i te neka je f : Rn ! R funkcija s pripadnim valic´nim
koeficijentima I :=


f ;  I

=
Z
Rn
f (x) I (x)dx za sve I 2 I i za sve  2 E. Tada su sljedec´e
norme na prostoru Lp (Rn) ekvivalentne:
1. k f kLp(Rn)
2.

0BBBBBBBBBB@
X
I2I
2E
I 2  I 2
1CCCCCCCCCCA
1
2

Lp(Rn)
3.

0BBBBBBBBBB@
X
I2I
2E
I 2 jIj 1 1I
1CCCCCCCCCCA
1
2

Lp(Rn)
Prisjetimo se na trenutak karakterizacije ortonormirane baze u prostoru L2 (Rn). Na-
ime, f 2 L2 (Rn) ako i samo ako vrijedi
X
I2I
2E
I 2 < 1. To nam potvrduje i ovaj teorem
raspisivanjem bilo koje od preostale dvije norme, koristec´i pritom Beppo-Levijev teorem
(koji se mozˇe pronac´i u [1, kor. 2.4.2]) te cˇinjenicu da za svaki I 2 I i za svaki  2 E
vrijedi
 IL2(Rn) = 1, odnosno
Z
Rn
1I(x)dx = jIj.
Dokaz. Za svaki ! 2 
 oznacˇimo s T! : L2 (Rn) ! L2 (Rn) omedeni linearni operator koji
je dan djelovanjem na bazi

 I : I 2 I;  2 E
	
prostora L2 (Rn) jednakosˇc´u T!
 
 I

:= !I 

I
za svaki I 2 I i za svaki  2 E. Primijetimo da je to i Caldero´n-Zygmundov operator.
Naime, neka je K! preslikavanje dano s K!(x; y) :=
X
I2I
2E
!I 

I (x) 

I (y). Za f 2 L2 (Rn) s
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kompaktnim nosacˇem i za x 2 Rn vrijedi
Z
Rn
K!(x; y) f (y)dy =
Z
Rn
0BBBBBBBBBB@
X
I2I
2E
!I 

I (x) 

I (y) f (y)
1CCCCCCCCCCA dy
=
X
I2I
2E
Z
Rn
!I 

I (x) 

I (y)
0BBBBBBBBBB@
X
I02I
02E

0
I0 
0
I0 (y)
1CCCCCCCCCCA dy
=
X
I2I
2E
X
I02I
02E
!I
0
I0 

I (x)
Z
Rn
 I (y) 
0
I0 (y)dy
=
X
I2I
2E
X
I02I
02E
!I
0
I0 

I (x)
D
 
0
I0 ;  

I
E
L2(Rn)
=
X
I2I
2E
!I

I 

I (x)
=
X
I2I
2E
I
 
T! I

(x) =
0BBBBBBBBBB@T!
0BBBBBBBBBB@
X
I2I
2E
I 

I
1CCCCCCCCCCA
1CCCCCCCCCCA (x) = (T! f ) (x):
Pritom smo prijelazom u drugi i u trec´i red koristili Lebesgueov teorem o dominiranoj ko-
nvergenciji (po definiciji 1.3.2 je  I 2 L1 (Rn) za sve I 2 I i  2 E, a f je element prostora
L2 (Rn) i s kompaktnim nosacˇem, pa je posebno po Ho¨lderovoj nejednakosti ([5, tm 6.2]) i
element prostora L1 (Rn)) te cˇinjenicu da je

 I : I 2 I;  2 E
	
ortonormiran skup u L2 (Rn).
Dakle, K! je jezgra pripadna operatoru T!, odnosno vrijedi posljednja jednakost iz defi-
nicije 2.3.3. Preostaje josˇ provjeriti da K! zadovoljava svojstva Caldero´n-Zygmundove
jezgre iz iste definicije. Za sve x; y 2 Rn; x , y vrijedi
jK!(x; y)j 
X
I2I
2E
!I |{z}
=j1j=1
 I (x)  I (y) = X
j2Z;k2Zn
2E
2 n j2   2 jx   k 2 n j2   2 jy   k

X
j2Z;k2Zn
2E
2n jC2n+1
(1 + j2 jx   kj)n+1 (1 + j2 jy   kj)n+1
= 2n 1C2n+1
X
j2Z;k2Zn
2n j
(1 + j2 jx   kj)n+1 (1 + j2 jy   kj)n+1
:
Pritom smo napravili zamjenu u sumaciji obzirom da dijadski intervali imaju jednoznacˇni
oblik I =
h
2  jk; 2  j(k + 1)
E
za j 2 Z i k 2 Zn, a u tom slucˇaju vrijedi  I (x) = 2
n j
2  

2 jx   k

za sve  2 E. Takoder, izraz u sumi u drugom redu ne ovisi o parametru  pa prijelazom
u sljedec´i red koristimo jednakost jEj = 2n   1. Koristec´i lemu 1.3.5 gdje za funkciju W
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uvrsˇtavamo funkciju x0 7 ! 1
(1 + jx0j)n+1 te umjesto tocˇki x i y u iskazu leme uvrsˇtavamo
tocˇke 2 jx i 2 jy za svaki j 2 Z, dobivamo
jK!(x; y)j  2n 1C2n+1C0
X
j2Z
2n j 
1 + 2 j 1 jx   yjn+1
Oznacˇimo sada z j := 2 j jx   yj za sve j 2 Z. Dobivenu sumu mozˇemo po monotonosti
funkcije z 7 ! 1
(2 + z)2
svesti na sumu integrala po (do na rubove) disjunktnim segmentima
oblika
h
z j 1; z j
i
. Dodatno, ti segmenti su duljine z j  z j 1 = z j 1 =
z j
2
te u uniji daju interval
h0;1i. Prema tome,
X
j2Z
2n j 
1 + 2 j 1 jx   yjn+1 =
X
j2Z
znj jx   yj n
1 + z j2
n+1 = 2n+1 jx   yj n X
j2Z
z j 
zn 1j
2 + z j
n+1
 2n+2 jx   yj n
X
j2Z
z j 1 

2 + z j
n 1

2 + z j
n+1
= 2n+2 jx   yj n
X
j2Z
z jZ
z j 1
dz
2 + z j
2
 2n+2 jx   yj n
X
j2Z
z jZ
z j 1
dz
(2 + z)2
= 2n+2 jx   yj n
1Z
0
dz
(2 + z)2
= 2n+1 jx   yj n :
Slijedi
jK!(x; y)j 
22nC2n+1C
0
jx   yjn ;
sˇto je upravo prva nejednakost iz definicije 2.3.3 uz C0 := 22nC2n+1C
0. Druge dvije nejed-
nakosti dobivamo slicˇnim racˇunom. Vrijedi
rxK!(x; y) =
X
j2Z;k2Zn
2E
2n j!rx

 

2 jx   k

 

2 jy   k

=
X
j2Z;k2Zn
2E
2(n+1) j!rx 

2 jx   k

 

2 jy   k

:
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Iz ovoga, analognim postupkom kao i gore, dobivamo
jrxK!(x; y)j  2n 1C2n+1C0
X
j2Z
2(n+1) j 
1 + 2 j 1 jx   yjn+1 
22nC2n+1C
0
jx   yjn+1 :
Druga nejednakost slijedi uz istu konstantu C1 := 22nC2n+1C
0. Jasno, trec´a nejednakost sli-
jedi potpuno analognim raspisom. Prema tome, K! je uistinu Caldero´n-Zygmundov ope-
rator, stoga mozˇemo primijeniti teorem 2.3.4. Po tom teoremu je T! omedeni linearni ope-
rator na Lp (Rn), dakle postoji konstanta C > 0 takva da vrijedi kT! ( f )kLp(Rn)  C k f kLp(Rn).
Potenciranjem ove nejednakosti eksponentom p te integriranjem po varijabli ! 2 
 u od-
nosu na mjeru  dobivamoZ


Z
Rn
j(T! f ) (x)jp dxd (!)  Cp
Z


Z
Rn
j f (x)jp dxd (!) = Cp
Z
Rn
j f (x)jp dx:
Pritom posljednja jednakost vrijedi jer je  vjerojatnosna mjera te podintegralni izraz ne
ovisi o varijabli !.
Fiksirajmo sada x 2 Rn i promotrimo preslikavanje ! 7 ! (T! f ) (x) =
X
I2I
2E
I!

I 

I (x)
=
X
I2I
2E
I 

I (x)!

I . Po prvoj Hincˇinovoj nejednakosti postoji C
0
p > 0 takav da vrijedi
C0p
0BBBBBBBBBB@
X
I2I
2E
I I (x)2
1CCCCCCCCCCA
1
2

0BBBBBBBB@
Z


j(T! f ) (x)jp d(!)
1CCCCCCCCA
1
p
:
Potenciranjem ove nejednakosti eksponentom p te integriranjem po x 2 Rn dobivamo
C0pp
Z
Rn
0BBBBBBBBBB@
X
I2I
2E
I I (x)2
1CCCCCCCCCCA
p
2
dx 
Z
Rn
Z


j(T! f ) (x)jp d(!)dx:
Iz ovih nejednakosti primjenom Fubinijevog teorema za apsolutno integrabilne funkcije
([1, pogl. 5]) te uvodec´i konstantu C0 :=
C
C0p
slijedi

0BBBBBBBBBB@
X
I2I
2E
I 2  I 2
1CCCCCCCCCCA
1
2

Lp(Rn)
 C0 k f kLp(Rn) :
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Dobili smo jednu od dvije potrebne nejednakosti koje nam daju ekvivalenciju prvih dviju
normi iz iskaza ovog teorema. Sada koristimo drugu nejednakost iz druge Hincˇinove ne-
jednakosti, dakle za Cp > 0 vrijedi
0BBBBBBBB@
Z


j(T! f ) (x)jp d(!)
1CCCCCCCCA
1
p
 Cp
0BBBBBBBBBB@
X
I2I
2E
I I (x)2
1CCCCCCCCCCA
1
2
:
Slicˇno kao i ranije, iz ove nejednakosti dobivamo
Z
Rn
Z


j(T! f ) (x)jp d(!)dx  Cpp
Z
Rn
0BBBBBBBBBB@
X
I2I
2E
I I (x)2
1CCCCCCCCCCA
p
2
dx:
Primijetimo sada da je za svaki ! 2 
 operator T! involucija, odnosno vrijedi T 2! = IL2(Rn).
Uistinu, za svaki I 2 I i za svaki  2 E vrijedi T 2! I = T!
 
T! I

= !IT! 

I =
!I 2  I =
 I , dakle T! djeluje kao identiteta na elementima baze prostora L
2 (Rn), pa je ujedno iden-
titeta i na cijelom prostoru. Iz ovoga dobivamo nejednakost
k f kLp(Rn) = kT! (T! f )kLp(Rn)  C kT! f kLp(Rn)
iz koje slijediZ
Rn
j f (x)jp dx =
Z


Z
Rn
j f (x)jp dxd (!)  Cp
Z


Z
Rn
j(T! f ) (x)jp dxd (!)
Uz C00 :=
1
CC0p
slijedi
C00 k f kLp(Rn) 

0BBBBBBBBBB@
X
I2I
2E
I 2  I 2
1CCCCCCCCCCA
1
2

Lp(Rn)
:
Dakle, dobili smo
C00 k f kLp(Rn) 

0BBBBBBBBBB@
X
I2I
2E
I 2  I 2
1CCCCCCCCCCA
1
2

Lp(Rn)
 C0 k f kLp(Rn) ;
odnosno prve dvije norme iz iskaza ovog teorema su ekvivalentne.
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Da bi pokazali ekvivalenciju ovih normi s preostalom, trec´om normom, pokazat c´emo
prvo da prethodno dokazana ekvivalencija vrijedi i za poseban tip ortonormirane valic´ne
baze koja nije glatka. Neka je

hI : I 2 I;  2 E
	
Haarova valic´na baza dana kao i u de-
finicijama 1.1.2 i 1.1.3 (Haarove funkcije definirane su pomoc´u skupa E = f0; 1gn n fg
sˇto u ovom trenutku nije bitno jer koristimo josˇ bazu

 I : I 2 I;  2 E
	
s proizvoljnim
skupom E kardinaliteta 2n   1, a u ovom dokazu taj skup je iskljucˇivo u ulozi indeksa-
cije bazicˇnih funkcija). Primijetimo, obe ove baze su podskup prostora Lp (Rn) za svaki
p 2 [1;1] buduc´i da elementi tih baza po pripadnim definicijama imaju kompaktne nosacˇe
te su omedene funkcije.
Definiramo operator U : L2 (Rn) ! L2 (Rn) koji je na elementima baze dan s U  hI  :=
 I za sve I 2 I i za sve  2 E. Primijetimo:

 I : I 2 I;  2 E
	
je baza prostora L2 (Rn),
ujedno i podskup od Im U, prema tome U je surjektivan operator. Nadalje, U cˇuva skalarni
produkt; tocˇnije, za sve g1; g2 2 L2 (Rn) sa zapisom u Haarovoj bazi g1 =
X
I2I
2E
Ih

I i g2 =
X
I02I
02E

0
I0h
0
I0 vrijedi
hUg1;Ug2i =
*
U
0BBBBBBBBBB@
X
I2I
2E
Ih

I
1CCCCCCCCCCA ;U
0BBBBBBBBBB@
X
I02I
02E

0
I0h
0
I0
1CCCCCCCCCCA
+
=
X
I2I
2E
X
I02I
02E
I
0
I0
D
 I ;  
0
I0
E
=
X
I2I
2E
I

I
=
X
I2I
2E
X
I02I
02E
I
0
I0
D
hI ; h
0
I0
E
= hg1; g2i ;
pri cˇemu smo koristili definicijska svojstva ortonormiranih baza. Buduc´i da je U surjekti-
van operator koji cˇuva skalarni produkt, U je posebno i unitaran operator, pa i izomorfizam.
Primijetimo sljedec´e: za svaki I 2 I i  2 E je hI 2 H1 (Rn). Doista, po definiciji
2.3.5 funkcija jIj 12 hI je atom buduc´i da je supp

jIj 12 hI

 I, a vrijedi i
jIj 12 hIL2(Rn) =
jIj 12
hIL2(Rn) = jIj 12 te, po definiciji Haarovih funkcija,
Z
I
jIj 12 hI (x)dx = jIj
1
2
Z
I
hI (x)dx =
0 (raspisano u (1.1)). Sada je iz trivijalnog prikaza hI = jIj 
1
2  jIj 12 hI jasno da vrijedi
hI 2 H1 (Rn).
Ova cˇinjenica opravdava promatranje operatora U : H1 (Rn) ! L1 (Rn) koji je takoder
izomorfizam Banachovih prostora. Koristec´i teorem interpolacije iz [4] zakljucˇujemo da
su U;U 1 : Lp (Rn) ! Lp (Rn) ogranicˇeni operatori, takoder izomorfizmi, za p 2 h1; 2i.
No, kako je U unitaran operator na L2 (Rn), vrijedi U = U 1, s tim da, ako je U omeden
operator s Lp (Rn) u Lp (Rn) za p 2 h1; 2i, onda je U omeden operator s Lp0 (Rn) u Lp0 (Rn),
pri cˇemu je p0 2 R dualni eksponent od p, tj. onaj koji zadovoljava jednakost 1
p
+
1
p0
= 1.
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To slijedi iz cˇinjenice da je (Lp (Rn))0 = Lp
0
(Rn), odnosno Lp
0
(Rn) je dual prostora Lp (Rn).
Pritom, kako je p 2 h1; 2i, vrijedi p0 = 1
1   1p
2 h2;1i. Prema tome, U 1 : Lp0 (Rn) !
Lp
0
(Rn) je omeden operator, no isto vrijedi i za U, buduc´i da je U =

U 1
 1
=

U 1

.
Sveukupno, U je omedeni operator, takoder izomorfizam, s Lp (Rn) u Lp (Rn) za proizvoljni
p 2 h1;1i.
Sada kada znamo da je U, pa posebno i U 1, izomorfizam na promatranom prostoru
Lp (Rn), imamo ekvivalenciju normi

X
I2I
2E
I 

I

Lp(Rn)
i
U
 1
0BBBBBBBBBB@
X
I2I
2E
I 

I
1CCCCCCCCCCA

Lp(Rn)
. Medutim,
vrijedi
U 1
0BBBBBBBBBB@
X
I2I
2E
I 

I
1CCCCCCCCCCA =
X
I2I
2E
IU
 1 I =
X
I2I
2E
Ih

I ;
pa po vec´ dokazanoj ekvivalenciji prvih dviju normi za valic´nu bazu

hI : I 2 I;  2 E
	
(koja je valic´ni sistem reda r = 0) dobivamo da su norme k f kLp(Rn) i

0BBBBBBBBBB@
X
I2I
2E
I 2 hI 2
1CCCCCCCCCCA
1
2

Lp(Rn)
ekvivalentne. No,
hI (x)2 = jIj 1 1I(x) za sve I 2 I,  2 E i x 2 Rn, sˇto uvrsˇtavanjem daje
trazˇenu trec´u navedenu normu iz iskaza ovog teorema. Dakle, i ta norma je ekvivalentna s
preostalim dvima navedenim normama, pa je time dokazana tvrdnja ovog teorema. 
3.2 Nehomogeni Soboljevljevi prostori
Sada smo spremni za karakterizaciju Soboljevljevih prostora Wp;s (Rn) pomoc´u valic´a. Ka-
rakterizaciju je moguc´e napraviti u slucˇaju kada je r > jsj jer tada postoji Fourierova tran-
sformacija funkcije navedene u definiciji nehomogenog Soboljevljevog prostora. Dokaz
c´emo provoditi u dva dijela: kada je s  0 (a onda i r > s) te kada je s  0 (a onda i
r >  s).
Propozicija 3.2.1. Neka je p 2 h1;1i i s 2 [0; ri. Nadalje, neka je f : Rn ! R funkcija
s pripadnim valic´nim koeficijentima I :=


f ;  I

=
Z
Rn
f (x) I (x)dx za sve I 2 I i za sve
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 2 E. Tada je f 2 Wp;s (Rn) ako i samo ako vrijedi0BBBBBBBBBB@
X
I2I
2E
I 2 1 + jIj  2sn  jIj 1 1I
1CCCCCCCCCCA
1
2
2 Lp (Rn) :
Dokaz. Za I 2 I oblika I =
h
2 jk; 2 j(k + 1)
E
, za j 2 Z; k 2 Zn i za  2 E dan je prikaz
 I (x) = 2
n j
2  

2 jx   k

za sve x 2 Rn:
Za svaki  2 E i za svaki  2 R mozˇemo definirati funkciju  ; koja zadovoljava d ; () =
jj b  () za sve  2 Rn. Potrebno je naglasiti da je, u ovisnosti o  2 R, moguc´e oda-
brati dovoljno glatki ortonormirani valic´ni sistem f  :  2 Eg takav da je za svaki  2 E
funkcija   2 L1 (Rn) s kompaktnim nosacˇem, pa je ujedno i element prostora L1 (Rn).
Stoga postoji Fourierova transformacija iste funkcije. Sˇtovisˇe, odabirom dovoljno glatkog
valic´nog sistema mozˇemo postic´i da su i novodefinirane funkcije dovoljno glatke.
Uz ovako definirane funkcije za svaki  2 R definiramo analogno familiju funkcijan
 
;
I : I 2 I;  2 E
o
formulom
 
;
I (x) := 2
n j
2  ;

2 jx   k

za sve x 2 Rn:
Fiksirajmo sada  2 R. Definirajmo operator L : L2 (Rn) ! L2 (Rn) koji je na elementima
baze dan s L
 
 I

:=  ;I za sve I 2 I i  2 E. Cilj nam je pokazati da je operator L
izomorfizam s Lp (Rn) u Lp (Rn) za sve p 2 h1;1i. Prije svega promotrimo slucˇaj p = 2.
Po lemi 4. iz odjeljka 6. 2. Meyerove knjige [8] familija
n
 
;
I : I 2 I;  2 E
o
cˇini Rieszovu
bazu u L2 (Rn) s pripadnom dualnom bazom
n
 
; 
I : I 2 I;  2 E
o
. Obzirom na to, L je
izomorfizam s L2 (Rn) u L2 (Rn). No, taj operator je i Caldero´n-Zygmundov operator s
pripadnom jezgrom koja je dana s K(x; y) :=
X
2E
I2I
 
;
I (x) 

I (y). Naime, ako je f oblika
f =
X
2E
I2I
I 

I , onda za sve x 2 Rn vrijedi

L f

(x) =
0BBBBBBBBBB@L
0BBBBBBBBBB@
X
2E
I2I
I 

I
1CCCCCCCCCCA
1CCCCCCCCCCA (x) =
X
2E
I2I
I 
;
I (x)
=
X
2E
I2I
X
02E
I02I

0
I0 
;
I (x)
Z
Rn
 
0
I0 (y) 

I (y)dy =
Z
Rn
K(x; y) f (y)dy:
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Slicˇno kao i u dokazu teorema 3.1.2 pokazˇe se da ocjene iz definicije 2.3.3 vrijede i za
operator L. Naime,   je glatka i brzo opadajuc´a funkcija, a po svojstvima Fourierove
transformacije i  ; je glatka i brzo opadajuc´a, sˇto je dovoljno da bi se pokazale navedene
ocjene. Primjenom teorema 2.3.4 zakljucˇujemo da je L neprekidni operator s Lp (Rn) u
Lp (Rn) za sve p 2 h1;1i.
Za isti fiksirani parametar  definirajmo operator M : L2 (Rn) ! L2 (Rn) koji je na
elementima gore navedene Rieszove baze dan s M ;I :=  I za sve I 2 I i  2 E.
Potpuno analogno kao i za operator L pokazˇe se da je i operator M neprekidni Caldero´n-
Zygmundov operator na L2 (Rn), pa je onda i neprekidni operator s Lp (Rn) u Lp (Rn).
Uocˇimo josˇ da vrijedi LM = ML = ILp(Rn) za sve Lp (Rn). Naime, ova jednakost
vrijedi na elementima skupova

 I : I 2 I;  2 E
	
i
n
 
;
I : I 2 I;  2 E
o
koji su generirani
funkcijama ( )2E, a te funkcije pripadaju prostoru C
r
c (R
n)  Cc (Rn). Uz to, oba skupa
cˇine ortonormiranu bazu prostora L2 (Rn) koji sadrzˇi Cc (Rn). Dakle, gornja jednakost ope-
ratora vrijedi i na Cc (Rn), a taj je skup gust u prostoru Lp (Rn) za sve p 2 h1;1i, sˇto
je pokazano u [5, prop. 8. 17.] (uz inkluzije C1c (R
n)  Cc (Rn)  Lp (Rn)). Koristec´i
prosˇirenje s Cc (Rn) na Lp (Rn) dobivamo da vrijedi jednakost LM =ML = ILp(Rn). A
prema ovome, kako smo i najavili, L je izomorfizam s Lp (Rn) u Lp (Rn).
Za karakterizaciju prostora Wp;s (Rn) pomoc´u valic´a koristimo alternativnu, ekviva-
lentnu normu navedenu u (2.2). Cilj je dakle pomoc´u valic´a okarakterizirati izraz k f kLp(Rn)+
F (2 jj)s F  f 
Lp(Rn)
. Norme k f kLp(Rn) i

0BBBBBBBBBB@
X
I2I
2E
jI j2 jIj 1 1I
1CCCCCCCCCCA
1
2

Lp(Rn)
su ekvivalentne po
teoremu 3.1.2. Da bi dobili ekvivalenciju s drugom normom u ovom izrazu, primijetimo
da vrijedi
F (2 jj)s F  f (x) (x) = F
266666666664(2 jj)s F
266666666664
X
I2I
2E
I 

I (x)
377777777775
377777777775 (x) (3.1)
=
X
I2I
2E
F (2 jj)s IF  I (x) (x)
=
X
I2I
2E
F

(2 jj)s IF

2
n j
2  

2 jx   k

(x)
=
X
I2I
2E
F

(2 jj)s I2
n j
2 e 2ik2 n jF   2  j (x)
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=
X
I2I
2E
F

(2)s I2
n j
2 e 2ik2 n j2 js
2  js F   2  j (x)
=
X
I2I
2E
F

(2)s 2 jsI2
n j
2 e 2ik2 n jF  ;s 2  j (x)
= F
2666666666664(2)s F
2666666666664
X
I2I
2E
2 js|{z}
=(2n j)
s
n
=jIj 
s
n
I 
;s
I (x)
3777777777775
3777777777775 (x)
=
X
I2I
2E
(2)s jIj  sn I ;sI (x) :
Pritom, u ovom raspisu koristili smo definicije funkcija navedenih na pocˇetku ovog
dokaza, lemu 2.1.2, kao i svojstva omedenih, odnosno neprekidnih linearnih operatora, od-
nosno izomorfizama koje imaju Fourierova i inverzna Fourierova transformacija. Dakle,
vrijedi
F (2 jj)s F  f 
Lp(Rn)
=

X
I2I
2E
(2)s jIj  sn I ;sI

Lp(Rn)
. Ova norma ekvivalentna
je normi

X
I2I
2E
(2)s jIj  sn I I

Lp(Rn)
= (2)s

X
I2I
2E
jIj  sn I I

Lp(Rn)
buduc´i da je Ls izomor-
fizam na Lp (Rn), a karakterizaciju ove norme dobivamo ponovo iz teorema 3.1.2, ovoga
puta na niz koeficijenata

jIj  sn I

I2I
2E
, pa dobivamo da je ta norma ekvivalentna normi
0BBBBBBBBBB@
X
I2I
2E
jIj  sn I 2 jIj 1 1I
1CCCCCCCCCCA
1
2

Lp(Rn)
=

0BBBBBBBBBB@
X
I2I
2E
jIj  2sn
I 2 jIj 1 1I
1CCCCCCCCCCA
1
2

Lp(Rn)
.
Sve zajedno, f 2 Wp;s (Rn) ako i samo ako je0BBBBBBBBBB@
X
I2I
2E
I 2 jIj 1 1I
1CCCCCCCCCCA
1
2
+
0BBBBBBBBBB@
X
I2I
2E
jIj  2sn
I 2 jIj 1 1I
1CCCCCCCCCCA
1
2
2 Lp (Rn) ;
odnosno po lemi 2.3.10BBBBBBBBBB@
X
I2I
2E
I 2 1 + jIj  2sn  jIj 1 1I
1CCCCCCCCCCA
1
2
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=
0BBBBBBBBBB@
X
I2I
2E
I 2 jIj 1 1I +X
I2I
2E
jIj  2sn
I 2 jIj 1 1I
1CCCCCCCCCCA
1
2
2 Lp (Rn) :
Time je upotpunjen dokaz uz pretpostavku glatkoc´e valic´nog sistema. Pomoc´u ovoga
moguc´e je pokazati tvrdnju teorema i za proizvoljni ortonormirani valic´ni sistem. Detalj-
nije o ovom slucˇaju mozˇe se pronac´i u [8, 170. stranica]. 
Time je pokazana karakterizacija Soboljevljevog prostora Wp;s (Rn) u slucˇaju r > s  0.
Preostaje josˇ slucˇaj r >  s za s  0. a taj slucˇaj se mozˇe izvesti iz propozicije 3.2.1 na
nesˇto jednostavniji nacˇin. Oznacˇimo s p0 konjugirani eksponent od p, tj. takav realan
broj da vrijedi
1
p
+
1
p0
= 1. Vrijedi (Lp (Rn))0 = Lp
0
(Rn). Slicˇan odnos dualnosti vrijedi
i za Soboljevljeve prostore, odnosno za svaki s 2 R vrijedi (Wp;s (Rn))0 = Wp0; s (Rn).
Navedena propozicija vrijedi za r > s > 0, sˇto znacˇi da bi po dualnosti mogli dobiti
karakterizaciju upravo za one prostore s parametrom s < 0 i r >  s.
Prije iskaza i dokaza druge karakterizacije treba nam josˇ jedna lema.
Lema 3.2.2. Neka je p 2 h1;1i te neka je p0 konjugirani eksponent od p. Neka je nadalje 
!I

I2I
2E
niz pozitivnih realnih brojeva. Oznacˇimo s F prostor nizova realnih brojeva
 
I

I2I
2E
za koje vrijedi 0BBBBBBBBBB@
X
I2I
2E
I 2 !I jIj 1 1I
1CCCCCCCCCCA
1
2
2 Lp (Rn)
te koji je Banachov prostor uz normu
 I I2I
2E

F
:=

0BBBBBBBBBB@
X
I2I
2E
I 2 !I jIj 1 1I
1CCCCCCCCCCA
1
2

Lp(Rn)
:
Tada je dualni prostor F0 prostora F prostor nizova realnih brojeva
 
I

I2I
2E
za koje vrijedi
0BBBBBBBBBB@
X
I2I
2E
I 2  !I  1 jIj 1 1I
1CCCCCCCCCCA
1
2
2 Lp0 (Rn)
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koji je Banachov uz normu
 I I2I
2E

F0
:=

0BBBBBBBBBB@
X
I2I
2E
I 2  !I  1 jIj 1 1I
1CCCCCCCCCCA
1
2

Lp0 (Rn)
:
Dokaz. Neka je

 I : I 2 I;  2 E
	
, kao i do sada, ortonormirana valic´na baza reda r. Neka
su f ; g : Rn ! R funkcije takve da za sve x 2 Rn vrijedi
f (x) =
X
I2I
2E
I
 
!I
 1
2  I (x); g(x) =
X
I2I
2E
I
 
!I
  12  I (x):
Vrijedi Z
Rn
f (x)g(x)dx =
X
I2I
2E
X
I02I
02E
I
0
I0
 
!I
 1
2

!
0
I0
  12 Z
Rn
 I (x) 
0
I0 (x)dx =
X
I2I
2E
I

I ;
pri cˇemu smo koristili Lebesgueov teorem o dominiranoj konvergenciji u slucˇaju konacˇnih
izraza te svojstva ortonormirane baze u L2 (Rn). Po definiciji prostora F i po teoremu 3.1.2
dobivamo je f 2 Lp (Rn).
Vrijedi
 
I

I2I
2E
2 F0 ako i samo ako je
X
I2I
2E
I

I < 1. Po gornjem raspisu to vrijedi
ako i samo ako je
Z
Rn
f (x)g(x)dx < 1, a zbog f 2 Lp (Rn) ovaj integral je konacˇan ako i
samo ako je g 2 (Lp (Rn))0 = Lp0 (Rn). Zbog definicije funkcije g i teorema 3.1.2, to vrijedi
ako i samo ako je
0BBBBBBBBBB@
X
I2I
2E
I 2  !I  1 jIj 1 1I
1CCCCCCCCCCA
1
2
2 Lp0 (Rn). Time je dokazana karakterizacija
dualnog prostora od F navedena u iskazu teorema. 
Propozicija 3.2.3. Neka je p 2 h1;1i i s 2 h r; 0]. Nadalje, neka je f : Rn ! R funkcija
s pripadnim valic´nim koeficijentima I :=


f ;  I

=
Z
Rn
f (x) I (x)dx za sve I 2 I i za sve
 2 E. Tada je f 2 Wp;s (Rn) ako i samo ako vrijedi0BBBBBBBBBB@
X
I2I
2E
I 2 1 + jIj 2sn  1 jIj 1 1I
1CCCCCCCCCCA
1
2
2 Lp (Rn) :
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Dokaz. Primijetimo po propoziciji 3.2.1 da je karakterizacija pripadnosti funkcije f pros-
toru Wp;s (Rn) zapravo izrazˇena preko niza koeficijenata
I I2I
2E
umjesto direktno preko
niza
 
I

I2I
2E
. Nadalje, vrijedi (Wp;s (Rn))0 = Wp
0; s (Rn), pa na slicˇan nacˇin pripadnost
dualne funkcije g prostoru Wp
0; s (Rn) karakterizirana je pripadnim nizom koeficijenata
(jI j)I2I; pritom je I :=


g;  I

=
Z
Rn
g(x) I (x)dx za sve I 2 I i za sve  2 E. Pritom je
 I : I 2 Rn;  2 E
	
kao baza prostora L2 (Rn) dualna sama sebi.
Tvrdnja ove propozicije sada slijedi iz propozicije 3.2.1 uz konjugirani eksponent p0
umjesto p i parametar  s umjesto s te iz leme 3.2.2 uz niz brojeva  !I I2I
2E
dan jednakosˇc´u
!I := 1 + jIj 
2s
n za sve I 2 I i  2 E. 
Osvrnimo se na trenutak na propozicije 3.2.1 i 3.2.3. Ove propozicije nisu medusobno
disjunktne jer ukljucˇuju zajednicˇki parametar s = 0, sˇto mozˇe predstavljati problem zbog
moguc´e kontradikcije i dva neekvivalentna kriterija. No, uvrsˇtavanjem u obe propozicije
dobivamo isti kriterij
0BBBBBBBBBB@
X
I2I
2E
I 2 1I
1CCCCCCCCCCA
1
2
2 Lp (Rn). Kako je s = 0 jedini parametar koji zado-
voljava pretpostavke obiju propozicija, one nisu u medusobnoj kontradikciji.
Propozicijama 3.2.1 i 3.2.3 zakljucˇili smo karakterizaciju nehomogenog Soboljevljevog
prostora Wp;s (Rn) za p 2 h1;1i i za r > jsj. Medutim, postoji i josˇ jedan oblik karakte-
rizacije, a koji koristi zapis baze naveden u (1.3), generirane pomoc´u funkcija   ;  2 E i
dodatno funkcije ﬃ, odnosno pomoc´u funkcija ﬃk = ﬃ (    k) za sve k 2 Zn.
Teorem 3.2.4. Neka je p 2 h1;1i i s 2 h r; ri. Nadalje, neka je f : Rn ! R funkcija s
pripadnim koeficijentima k := h f ; ﬃki =
Z
Rn
f (x)ﬃ(x   k)dx za sve k 2 Zn i I :=


f ;  I

=
Z
Rn
f (x) I (x)dx za sve I 2 I za koje je jIj  1 i za sve  2 E. Tada je f 2 Wp;s (Rn) ako i
samo ako vrijedi
X
k2Zn
jkjp < 1 i
0BBBBBBBBBBB@
X
I2I;jIj1
2E
I 2 jIj  2sn  1 1I
1CCCCCCCCCCCA
1
2
2 Lp (Rn) :
Dokaz. Oznacˇimo s I0 := fI 2 I : jIj = 1g. Kao sˇto je i raspisano u tekstu poslije defi-
nicije 1.1.1, svaka dijadska kocka I 2 I velicˇine jIj  1 podskup je jedinstvenog ele-
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menta familije I0. Za svaki R 2 I0 definirajmo funkcije !R :=
0BBBBBBBBBB@
X
I2I;IR
2E
I 2 jIj  2sn  1 1I
1CCCCCCCCCCA
1
2
i
ﬀR :=
X
I2I;IR
2E
I 

I .
Pretpostavimo da je s  0. Po propoziciji 3.2.1 norma funkcije ﬀR u prostoru Wp;s (Rn)
ekvivalentna je normi izraza
0BBBBBBBBBB@
X
I2I;IR
2E
I 2 1 + jIj  2sn  jIj 1 1I
1CCCCCCCCCCA
1
2
u prostoru Lp (Rn). No, kako
je I  R, vrijedi jIj  jRj = 1, a onda i jIj  2sn  1. Prema tome, 1 + jIj  2sn  2 jIj  2sn 
2

1 + jIj  2sn

. Zakljucˇujemo da je norma od
0BBBBBBBBBB@
X
I2I;IR
2E
I 2 1 + jIj  2sn  jIj 1 1I
1CCCCCCCCCCA
1
2
u prostoru
Lp (Rn) ekvivalentna Lp (Rn) normi izraza
0BBBBBBBBBB@
X
I2I;IR
2E
I 2 jIj  2sn  1 1I
1CCCCCCCCCCA
1
2
, odnosno Lp (Rn) normi
od !R.
Nadalje, promotrimo li na trenutak zapis funkcije f iskljucˇivo pomoc´u baznih eleme-
nata  I za I 2 I; jIj  1 i  2 E (dakle, bez dijela izrazˇenog pomoc´u funkcija ﬃk; k 2 Zn),
primijetimo da je po propoziciji 3.2.1 norma funkcije f jR u prostoru Wp;s (Rn) ekvivalentna
normi funkcije ﬀR (zato sˇto su ekvivalentne Lp (Rn) normi istog izraza). Zbog k f kpWp,s(Rn) =X
R2I0
k f jRkpWp,s(Rn) vrijedi da je Wp;s (Rn) norma od f ekvivalentna s
0BBBBBB@X
R2I0
kﬀRkpWp,s(Rn)
1CCCCCCA
1
p
; od-
nosno s
0BBBBBB@X
R2I0
k!RkpLp(Rn)
1CCCCCCA
1
p
=
0BBBBBBBBBBBB@
X
R2I0
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X
I2I;IR
2E
I 2 jIj  2sn  1 1I
1CCCCCCCCCCA
1
2

p
Lp(Rn)
1CCCCCCCCCCCCA
1
p
=

0BBBBBBBBBBB@
X
I2I;jIj1
2E
I 2 jIj  2sn  1 1I
1CCCCCCCCCCCA
1
2

Lp(Rn)
;
pri cˇemu smo u posljednjem koraku koristili cˇinjenicu da izrazi pod normom imaju nosacˇe
R za R 2 I0, a to su medusobno disjunktni skupovi do na skup Lebesgueove mjere nula.
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Za ekvivalenciju s uvjetom navedenom u iskazu teorema potrebno je josˇ odrediti uvjete
na niz koeficijenata (k)k2Zn . No, zbog invarijantnosti Lebesgueovog integrala obzirom na
translaciju vrijedi kﬃkkWp,s(Rn) = kﬃkWp,s(Rn) za sve k 2 Zn (koristi se definicija Soboljev-
ljevog prostora Wp;s (Rn) te prva jednakost iz leme 2.1.2). Pritom, ﬃ 2 Wp;s (Rn) obzi-
rom da je @ﬃ 2 L1 (Rn) i s kompaktnim nosacˇem za sve  2 Nn0 za koje je jj = r.
Uz to,

X
k2Zn
kﬃk

p
Wp,s(Rn)
je ekvivalentno s
X
k2Zn
kkﬃkkpWp,s(Rn) = kﬃkpWp,s(Rn)
X
k2Zn
jkjp. Dakle,
f 2 Wp;s (Rn) je ekvivalentno vec´ izvedenom uvjetu te dodatno uvjetu
X
k2Zn
jkjp < 1.
Time smo dokazali ovaj teorem u slucˇaju s  0. U slucˇaju s  0 dokaz je analogan uz
korisˇtenje propozicije 3.2.3. 
3.3 Homogeni Soboljevljevi prostori
Preostaje nam josˇ karakterizacija homogenih Soboljevljevih prostora W˚p;s (Rn) za p 2
h1;1i i s 2 h r; ri. Za ove prostore promatramo karakterizaciju temperiranih distribucija
F 2 S0 (Rn) s dodatnim pretpostavkama koje omoguc´uju sami dokaz. Uz vec´ navedenu
pretpostavku jsj < r, potrebno je da je F distrubucija reda manjeg ili jednakog od r. Uz
to, konvergenciju reda
X
I2I
2E
I 

I prema distribuciji F promatramo u topolosˇkom prostoru
distribucija u slucˇaju kada je s <
n
p
, dok u slucˇaju kada je
n
p
+ m  s < n
p
+ m + 1 za
neki m 2 N0 konvergenciju promatramo u kvocijetnom prostoru distribucijskog prostora
po prostoru polinoma stupnja manjeg ili jednakog od m.
Josˇ jedna nejasnoc´a u interpretaciji problema jest vrijednost koeficijenta I =


F;  I

za I 2 I i  2 E, buduc´i da F nije funkcijsko preslikavanje (u kojem slucˇaju je ovo obicˇni
skalarni produkt u L2 (Rn), odnosno
Z
Rn
F(x) I (x)dx) nego opc´eniti antilinearni funkcional
nad prostorom funkcija iz C1c (R
n). U tom slucˇaju definiramo hF; 'i := F(') za sve ' 2
C1c (R
n). Dodatno, kako je F distribucija reda m0  r, po propoziciji 3.1, odjeljak 7.3A iz
knjige [7] mozˇe se na jedinstven nacˇin prosˇiriti do antilinearnog funkcionala na prostoru
Cm
0
c (R
n), a u tom slucˇaju moguc´e je po teoremu 1.3.3 odabrati ortonormirani valic´ni sistem
 I : I 2 I;  2 E
	  Cm0c (Rn). Tada ima smisla promatrati F   I  za sve I 2 I i  2 E i u
tom slucˇaju dobro je definiran koeficijent I :=


F;  I

= F
 
 I

.
S ovim pretpostavkama moguc´e je pokazati sljedec´i rezultat:
Teorem 3.3.1. Neka je p 2 h1;1i i s 2 h r; ri. Neka je nadalje F temperirana distribucija
reda manjeg ili jednakog od r s pripadnim valic´nim koeficijentima I :=


F;  I

= F
 
 I

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za sve I 2 I i za sve  2 E. Tada F pripada prostoru W˚p;s (Rn) ako i samo ako vrijedi
0BBBBBBBBBB@
X
I2I
2E
I 2 jIj 1  2sn 1I
1CCCCCCCCCCA
1
2
2 Lp (Rn) :
Dokaz. Dokaz ovog teorema je analogan dokazu teorema 3.2.4 uz iznimku sˇto proma-
tramo koeficijente I za sve I 2 I i  2 E, a ne samo dijadske kocke za koje je jIj  1.
Tocˇnije, promatramo koeficijente uz cˇlanove ortonormirane baze kao u (1.2) umjesto or-
tonormirane baze sa zapisom kao u (1.3). Naime, fiksiramo j 2 Z te postupak provo-
dimo uz kocke R 2 I za koje je jRj = 2  j. Norma u prostoru W˚p;s (Rn) distribucije
F ekvivalentna je
X
R2I
jRj=2  j
kﬀRkW˚p,s(Rn). Za svaki takav R W˚p;s (Rn) norma od ﬀR ekviva-
lentna je, koristec´i definiciju prostora W˚p;s (Rn) te raspis u propoziciji 3.2.1 pocˇevsˇi od
(3.1) na dalje, ekvivalentna je Lp (Rn) normi izraza
0BBBBBBBBBB@
X
I2I;IR
2E
I 2 jIj  2sn  1 1I
1CCCCCCCCCCA
1
2
. Nastavljamo
slicˇno kao u dokazu teorema 3.2.4 te dobivamo da je F 2 W˚p;s (Rn) ako i samo ako je0BBBBBBBBBBB@
X
I2I;jIj2  j
2E
I 2 jIj  2sn  1 1I
1CCCCCCCCCCCA
1
2
2 Lp (Rn) i to vrijedi za sve j 2 Z. Nadalje, Lp (Rn) norma od
0BBBBBBBBBB@
X
I2I
2E
I 2 jIj  2sn  1 1I
1CCCCCCCCCCA
1
2
=
0BBBBBBBBBBB@
X
I2I;jIj2  j
2E
I 2 jIj  2sn  1 1I + X
I2I;jIj>2  j
2E
I 2 jIj  2sn  1 1I
1CCCCCCCCCCCA
1
2
zbog leme 2.3.1 ekvivalentna je Lp (Rn) normi od
0BBBBBBBBBBB@
X
I2I;jIj2  j
2E
I 2 jIj  2sn  1 1I
1CCCCCCCCCCCA
1
2
+
0BBBBBBBBBBB@
X
I2I;jIj>2  j
2E
I 2 jIj  2sn  1 1I
1CCCCCCCCCCCA
1
2
; (3.2)
a uz to vrijedi 
0BBBBBBBBBBB@
X
I2I;jIj>2  j
2E
I 2 jIj  2sn  1 1I
1CCCCCCCCCCCA
1
2

Lp(Rn)
 ! 0
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kada j !  1. Prema tome, postoji j 2 Z za koji je
0BBBBBBBBBBB@
X
I2I;jIj>2  j
2E
I 2 jIj  2sn  1 1I
1CCCCCCCCCCCA
1
2
2 Lp (Rn) :
Pusˇtanjem j  !  1 u (3.2) slijedi tvrdnja teorema. 
3.4 Pregled karakterizacija
Karakterizacije koje su izvedene u ovom poglavlju navedene su u tablicama 3.1 i 3.2. U
prvoj tablici zapisujemo karakterizacije istom notacijom i oznakama kako smo ih iskazali
u odgovarajuc´im propozicijama i teoremima. Druga tablica koristi alternativnu notaciju.
Naime, svaka dijadska kocka I jednoznacˇno se mozˇe zapisati u obliku
h
2  jk; 2  j(k + 1)
E
,
pri cˇemu su j 2 Z i k 2 Zn. U tom slucˇaju volumen te dijadske kocke je jIj = 2 n j. Uvedemo
li alternativnu oznaku j;k := 

I za sve  2 E, dobivamo karakterizaciju pomoc´u sume s
parametrima j 2 Z i k 2 Zn.
Primijetimo da valic´na karakterizacija Lebesgueovog prostora Lp (Rn) vrijedi samo za
p 2 h1;1i. Zbog problema vezanog uz jednakost 1.2 ne mozˇemo ponuditi slicˇnu karakte-
rizaciju za prostore L1 (Rn) i L1 (Rn). Medutim, mozˇe se pokazati da je norma u prostoru
L1 (Rn) (dakle, za p = 1) istog izraza upravo valic´na karakterizacija Hardyjevog prostora
H1 (Rn) kojeg smo naveli u definiciji 2.3.5.
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funkcijski prostor ekvivalentna norma
Lp (Rn),
p 2 h1;1i
X
I2I
2E
I 2 jIj 1 1I 12 Lp(Rn)
H1 (Rn)
X
I2I
2E
I 2 jIj 1 1I 12 L1(Rn)
Wp;s (Rn),
p 2 h1;1i ; s 2 [0; ri
X
I2I
2E
I 2 1 + jIj  2sn  jIj 1 1I 12 Lp(Rn)
Wp;s (Rn),
p 2 h1;1i ; s 2 h r; 0]
X
I2I
2E
I 2 1 + jIj 2sn  1 jIj 1 1I 12 Lp(Rn)
Wp;s (Rn),
p 2 h1;1i ; s 2 h r; ri
X
k2Zn
jkjp < 1 i
 X
I2I;jIj1
2E
I 2 I  2sn  11I 12 Lp(Rn)
W˚p;s (Rn),
p 2 h1;1i ; s 2 h r; ri
X
I2I
2E
I 2 jIj  2sn  1 1I 12 Lp(Rn)
Tablica 3.1: Karakterizacija funkcijskih prostora pomoc´u valic´nih koeficijenata uz para-
metre I 2 I;  2 E.
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funkcijski prostor ekvivalentna norma
Lp (Rn),
p 2 h1;1i
 X
j2Z;k2Zn
2E
j;k2 2n j12  j[k;k+1i 12 Lp(Rn)
H1 (Rn)
 X
j2Z;k2Zn
2E
j;k2 2n j12  j[k;k+1i 12 L1(Rn)
Wp;s (Rn),
p 2 h1;1i ; s 2 [0; ri
 X
j2Z;k2Zn
2E
j;k2 1 + 4s j2n j12  j[k;k+1i 12 Lp(Rn)
Wp;s (Rn),
p 2 h1;1i ; s 2 h r; 0]
 X
j2Z;k2Zn
2E
j;k2 1 + 4 s j 12n j12  j[k;k+1i 12 Lp(Rn)
Wp;s (Rn),
p 2 h1;1i ; s 2 h r; ri
X
k2Zn
jkjp < 1 i
 X
j2Z; j0
k2Zn
2E
j;k2 2(2s+n) j12  j[k;k+1i 12 Lp(Rn)
W˚p;s (Rn),
p 2 h1;1i ; s 2 h r; ri
 X
j2Z;k2Zn
2E
j;k2 2(2s+n) j12  j[k;k+1i 12 Lp(Rn)
Tablica 3.2: Karakterizacija funkcijskih prostora pomoc´u valic´nih koeficijenata uz para-
metre j 2 Z; k 2 Zn;  2 E.
Bibliografija
[1] D. L. Cohn, Measure Theory, Birkha¨user Advanced Texts, Springer, New York, 2013.
[2] R. Coifman i Y. Meyer, Wavelets: Caldero´n-Zygmund and multilinear operators,
Cambridge Studies in Advanced Mathematics 48, Cambridge University Press, Cam-
bridge, 1997.
[3] I. Daubechies, Ten Lectures on Wavelets, CBMS-NSF Regional Conf. Series Appl.
Math., SIAM, Philadelphia, 1992.
[4] C. Feerman i E. M. Stein, hsp spaces of several variables, Acta Math. 129 (1972),
137–193.
[5] G. B. Folland, Real Analysis: Modern Techniques and Their Applications, John Wiley
and Sons, New York, 1999.
[6] E. Herna´ndez i G. Weiss, A First Course on Wavelets, Studies in Advanced Mathe-
matics, CRC Press, Boca Raton, 1996.
[7] F. Hirsch i G. Lacombe, Elements of Functional Analysis, Graduate Texts in Mathe-
matics 192, Springer, New York, 1999.
[8] Y. Meyer, Wavelets and Operators, Cambridge University Press, Cambridge, 1992.
[9] N. Sarapa, Teorija vjerojatnosti, Sˇkolska knjiga, Zagreb, 2002.
[10] E. M. Stein, Singular Integrals and Dierentiability Properties of Functions, Prince-
ton Mathematical Series 30, Princeton University Press, Princeton, 1970.
[11] A. Zygmund, Trigonometric Series, Second Edition, Cambridge University Press,
Cambridge, 1968.
39
Sazˇetak
Ovaj rad bavi se dokazima karakterizacije nehomogenih i homogenih Soboljevljevih pros-
tora izrazˇene preko koeficijenata funkcije ili opc´enitije distribucije u prikladnoj valic´noj
bazi.
Uz uvodenje pojmova valic´ne baze i Soboljevljevih prostora definiraju se josˇ neki os-
novni objekti te navode rezultati i dokazi potrebni za rad.
Navodi se iskaz i dokaz karakterizacije Lebesgueovog prostora Lp (Rn). Uz taj rezul-
tat dokazuju se karakterizacije nehomogenog Soboljevljevog prostora Wp;s (Rn) izrazˇene
preko koeficijenata dva tipa valic´nih sistema, a zatim i karakterizacija homogenog Sobo-
ljevljevog prostora W˚p;s (Rn).
Summary
This thesis deals with the proofs of characterizations of inhomogeneous and homogeneous
Sobolev spaces expressed through the coecients of a function, or in general a distribution,
in an appropriate wavelet basis.
Along with the introduction of notions of a wavelet basis and Sobolev spaces, some
other basic objects are defined and the results and proofs needed in the thesis are given.
The statement and the proof of the characterization of the Lebesgue space Lp (Rn)
is given. Along with that result the characterizations of inhomogeneous Sobolev space
Wp;s (Rn) expressed through coecients in two types of wavelet systems are established
and then also the characterization of the homogeneous Sobolev space W˚p;s (Rn) is given.
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